Concursul interjudetean de matematica Victor Valcovici

Braila, 20 Mai 2017
Clasa a 10-a - BAREM

Problema 1. Determinati 21, 2, 23 € C* daci 22z = 2323 = z§Z_1 sizg+20+23=1.
Enache Patragcu, Focsani

Solutie:

i a2%— 25— 5 =2 _ Zi’z
Din z3Z1 = 27% deducem ca z* = 22 (1p)

=t

z

~ 72 1% . 1%
Vom demonstra ca = %—2 Pentru aceasta se observa succesiv ca:
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Trecand la module, avem |2 > = |22 deci |z1| = |22|. (1p)
29 29

Atunci (2)7 = (2)°(2)? = (%)2(2—5)2 =1, deci (2)7 = 1, adica 2, = az;, unde a

este o radacina de ordin 7 a unitatii.(1p)
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Atunci z3 = =t = =a z1.(1p)

: _ 4 _ 1 _ a _ a®
Din 21+ 29+ 23 = 1 deducem ca 21 = m,Zg = m,Zg, = m(lp)



Problema 2. Si se rezolve ecuatia logs(z® — bz + 1) = .

Marius Mohonea, Focsani

Solutie:

Pentru ca logaritmul si existe, © € D = (—oo, 2=¥2L) U (5+5/ﬁ, 00).(1p)

Fie f,g: D — R, f(x) = logs(2? — 5x + 1), g(x) = x.

Pe (—o0, %ﬁ) functiile au monotonii diferite, deci f(x) = g(z) are cel mult o solutjie.
Observam ca aceasta este 0. (2p)

Pe (%ﬁ, oo) functiile sunt crescatoare. (1p)
Se aratd inductiv ca f(n + 1) < g(n) < logs(n* — 3n — 3) < n pentru orice numéar

natural n > 5. (1p)
Daca = € (%ﬁ, 5), atunci f(z) < f(5) =0 <4 = g(4) < g(z), deci nu avem solutii.
Daca x > 5, atunci f(z) < f([z] + 1) < g(]z]) < g(x), deci nu avem solutii.(2p)



Problema 3. Fie n € N,n > 1. Pentru fiecare k£ € {0, 1,2} notam cu py numarul
de submultimi cu trei elemente ale multimii {1,2, 3, ...,3n} care au suma elementelor
congruenta cu £ modulo 3. Fie € o radacina nereala de ordin 3 a unitatii.

(a) Ardtati cd daca existd a,b, ¢ € R astfel incat a + be + ce? = 0, atunci a = b = c.
(b) Aratati ca:
Po + p1e + pac® = Z gatote,

1<a<b<c<3n

(c) Determinati numerele pg, p; si po.

Cristi Savescu, Bucuresti

Solutie:

(a) Daca unul dintre a, b, ¢ este nul, atunci pentru celelalte doua se obtine o relatie
de tipul a + ePb = 0,p = 1,2, deci a = b = ¢ = 0. Altfel, impartind prin «a si tinand
cont cd 1+ & + &2 = 0, obtinem in mod similar concluzia. (1p)

(b) Pentru fiecare k = 0, 1,2 observam c& pye® = > gathte (2p).
1<a<b<c<3n
a+b+c=k(mod3)
Atunci,
2 a+b+c a+b+c at+b+c __
Po + p1€ + p2g” = € + € + € =
1<a<b<c<3n 1<a<b<c<3n 1<a<b<c<3n
a+b+c=0(mod3) a+b+c=1(mod3) a+b+c=2(mod3)
o a+b+c
= ) ete(ip)
1<a<b<e<3n
(c) Observam ca Y. %Tt¢ este coeficientul lui x3"3 din dezvoltarea lui
1<a<b<e<3n

( 4+ 1)(z +)...(x + £*).(1p)

Pentru orice x € R avem (z + 1)(x + ¢)(z + €?) = 23 + 1 (calcul direct). Dar
(x+1)(z +e&)...(x + &) = (23 + 1), deci coeficientul cautat este C"~1 =n. (1p)

Atunci, din (b) avem py+pie+p2e? = n, deci conform (a) pg—n = p; = p;. Cum insa

Cc3 —n 3n2(n—1) - C3 +2 3n2(n—1
po+pi+pe = C3,, avem py = py = “n=" = 30l g py = Cann 30l 4y

(1p)




